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LES10A130 Tekniikan matematiikka 2 tentti 5.5.2026.  Mukana liite: Kaavaluettelo. Tentissä 

on sallittua käyttää laskinta, joko funktio-, graafista- tai CAS-laskinta (ei tietokonetta). Sallittu 

kirjallisuus: MAOL, Tekniikan kaavasto (Technical formulas) Huomio: Kirjoita näkyviin riittävästi 

välituloksia, että näkyy että osaat ja ymmärrät tehtävän. 

 

Tee kuusi (6) tehtävää. Kustakin tehtävästä voi saada 4p. 

 

1. Laske matriiseille 

a) Summa ja skalaarillla kertominen    2∙ ([
5 −7
4 6

] + [
−8 −3
4 0

]) kirjoita paperille summa 

välituloksena, ennen kuin teet skalaarilla kertomisen. 

 

b) Transpoosi                                  [
3 0 −2

1 1 2

−1 1 −1

]

𝑇

 

 

c) Matriisien kertolasku 

 

   [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑤 𝑥
𝑦 𝑧] näytä paperille kirjoittamalla tulon 

laskenta, eli kuinka tuo tulo lasketaan. 
 

 

d) Matriisien kertolasku 

 

[
3 0 −2
1 1 2

−1 1 −1
] [

2 1
3 0
0 −2

] näytä paperille kirjoittamalla tulon 

laskenta, eli kuinka tuo tulo lasketaan. 

 

 

 

2. Määritä/laske käänteismatriisi matriisille 

𝐴 = [
1 1 2
0 0 1
1 0 1

] 

 

 

 

3. Ratkaise Gauss-eliminaatiomenetelmällä yhtälöryhmä (ts. käytä sallittuja rivioperaatioita) 

 

{

2𝑥 −  2𝑦 + 4𝑧 = 10
3𝑥 −  6𝑦 + 6𝑧 = 18

−2𝑥 + 5𝑦 −  3𝑧 = −11
 

 

 

4. Laske matriisin 𝐴 = [
6 16

−1 −4
] ominaisarvot ja ominaisvektorit. 
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5. Laske parametrisen käyrä𝑛  𝑥 = 3 − 𝑐𝑜𝑠3(𝑡),         𝑦 = 4 + sin(𝑡) ,     0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 
ja  

 

 

 

 

 

 

 

      6a. (Laske joko 6a tai 6b!) Määritä pinta-ala alueelle, joka on ympyrän 𝑟 = 2 sisäpuolella ja       

            käyrän 𝑟 = 3 + 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃  ulkopuolella. Huom.        

 

𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 1 − 2 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

 

 

 

 
 

6b) Laske (sievennä) mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon (Huom. 𝑖2 = −1) 

a) 
1+𝑖

1 −𝑖
 −  (1 + 2𝑖)(2 + 2𝑖) +

3 − 𝑖

1+𝑖
 

b) 2i(i – 1)+(√3 + 𝑖̇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )
3

+ (1 + 𝑖)(1 + 𝑖)̇̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

 

 

𝑥 − 𝑎𝑘𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛 𝑣ä𝑙𝑖𝑛𝑒𝑛 𝑝𝑖𝑛𝑡𝑎 𝑎𝑙𝑎.  Huom. 𝑠𝑖𝑛(2𝜃) = 2𝑠𝑖𝑛𝜃 cos  𝑗𝑎   𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 1 − 2 𝑠𝑖𝑛2𝜃. 
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Trigonometrisia identiteettejä 

𝑐𝑜𝑠 2𝜃 = 1 −  2 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1 1 + cos 𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2 (𝜃/2) 

𝑠𝑖𝑛2𝜃 =
1−𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

2
              sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃

                             Vektorilaskennan kaavoja 

│u│ =  𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 u • v = │u││v│ cos θ 

(u × v) • u = 0 ja (u × v) • v = 0   
│ u × v │ = │u││v│ sin θ 

u • v = 0, jos ja vain jos u ja v ovat kohtisuorat. u • v = u
1
v

1
 + u

2
v

2
 + u

3
v

3
 

u × v =  
𝒊 𝒋 𝒌
𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

 =  
𝑢2 𝑢3

𝑣2 𝑣3
 𝒊 −  

𝑢1 𝑢3

𝑣1 𝑣3
 𝒋 +  

𝑢1 𝑢2

𝑣1 𝑣2
 k 

u • (𝒗 × 𝒘) = 𝑢1  
𝑣2 𝑣3

𝑤2 𝑤3
 - 𝑢2  

𝑣1 𝑣3

𝑤1 𝑤3
 + 𝑢3   

𝑣1 𝑣2

𝑤1 𝑤2
  =  

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

𝑤1 𝑤2 𝑤3

  

Käyrän parametrisoinnin yhtälöitä 
 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃          𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃        tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 

𝐴 =  𝑔(𝑡)𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 𝐴 =
1

2
  𝑓(𝜃) 

2
𝑑𝜃

𝛽

𝛼

 

𝑆 = 2𝜋   𝑦 𝑑𝑠 = 2𝜋   𝑔(𝑡)  (𝑓′(𝑡))2 + (𝑔′(𝑡))2  𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑡=𝑏

𝑡=𝑎

 

Derivointia, integrointia ja kompleksilukuja / calculus 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

𝑦 = (𝑥0) + 𝑓’(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛 = 𝑛𝑥𝑛−1 

𝑑

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)2
 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑔(𝑥) = 𝑓 ′ 𝑔(𝑥) 𝑔′(𝑥) 

𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑥 = cos 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
cos 𝑥 = − sin 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑥 = 𝑒𝑥  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑎𝑥 = 𝑎𝑥  𝑙𝑛 𝑎 

𝑑

𝑑𝑥
√𝑥 =

1

2√𝑥
 

 
𝑑𝑥

√1 − 𝑡2
= sin−1 𝑥 + 𝐶 

 sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝐶 

 cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 

 𝑥𝑟 𝑑𝑥 =
𝑥𝑟+1

𝑟 +  1
 +  𝐶 

 
1

√𝑥
 𝑑𝑥 =  2√𝑥  +  𝐶 

 
𝑑𝑥

𝑥2 + 1
= tan−1 𝑥 + 𝐶

 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦           𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦                      𝑧 = 𝑟 =  𝑥2 + 𝑦2 = √𝑧𝑧                𝑖2 = −1 


